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Selezione di portafogli ottimi con vincolo di shortfall

Valentina Guizzi
Dipartimento di Economia
Universita degli studi Roma Tre
Quizzi@uniroma3.it

Abstract

In questo lavoro si studia il problema della scelta di un portafoglio
ottimo per linvestitore, sotto il vincolo di shortfall. Tale approccio
costituisce un metodo alternativo ai modelli piti tradizionali nella teo-
ria della selezione di portafogli finanziari. Esso fa uso del concetto di
rischio di shortfall che tiene conto solo delle variazioni verso il basso
dei rendimenti dei titoli rispetto ad una soglia minima fissata. Cid sem-
bra meglio adattarsi a come il rischio venga percepito dall’investitore.
Diamo, in questo lavoro, I'espressione algebrica della deviazione stan-
dard e del rendimento atteso del portafoglio ottimo scelto in ottica di
shortfall nonché dell’avversione al rischio dell'individuo che sceglie
tale portafoglio. Calcoliamo anche la sensitivitd dell'avversione al
rischio rispetto a variazioni dei parametri che intervengono nell'indi-
viduazione del vincolo di shortfall. Calcoliamo infine le curve di livel-
lo dell’avversione a rischio sempre rispetto ai parametri di shortfall.
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Selezione di portafogli ottimi con vincolo di shortfall 1
1 Introduzione

In questo lavoro trattiamo di un problema di selezione di portafoglio, con
particolare riferimento alla scelta di un individuo che vuole investire il
proprio capitale in parte in titoli rischiosi ed in parte in un titolo certo.
L’approccio utilizzato & quello di misurare il rischio a cui & sottoposto
Pinvestitore mediante il rischio di shortfall, ovvero Peventualitd di non
raggiungere una soglia minima di rendimento che l'investitore considera
critica (si veda [LBK]).

Nella teoria del portafoglio il rischio e tradizionalmente misurato
dalla varianza (o anche dalla deviazione standard) dei rendimenti; questo
approccio ha pero il limite di non tener conto della differenza fra variazioni
del rendimento verso I’alto o verso il basso. 1l fatto che il modello di shortfall
prenda in esame soltanto le variazioni del rendimento al di sotto di un
certo livello minimo, sembrerebbe meglio riflettere la percezione di rischio
dell’investitore.

Utilizzando il modello descritto in [LBK], il vincolo di shortfall
& costituito da due elementi: la soglia minima di rendimento che
Uinvestimento deve raggiungere, e la probabilita che il rendimento risulti
inferiore a tale livello minimo. Consideriamo la rappresentazione di un
portafoglio finanziario nel piano rischio/rendimento, ovvero mediante la
deviazione standard ed il valore atteso del rendimento del portafoglio. In
tale piano il vincolo di shortfall & individuato da una retta S detta retta
di shortfall che divide il piano in due regioni, I'una costituita dai portafogli
che soddisfano il vincolo di shortfall, ovvero i cui rendimenti attesi siano pili
bassi della soglia minima di rendimento con probabilita inferiore od uguale
alla probabilita di shortfall, ’altra regione composta dai portafogli che non
verificano il vincolo.

Nell’ottica di shortfall il punto P di intersezione fra la retta di shortfall S
e la frontiera efficiente L, corrisponde al portafoglio ottimo per Pinvestitore
ovvero al portafoglio efficiente che contiene la quantita massima di titoli
rischiosi fra quelli che soddisfano il vincolo di shortfall.

Nel paragrafo 2 si introducono brevemente alcuni aspetti dell’analisi
media/varianza utilizzata nell’ambito della teoria della selezione di
portafogli finanziari (si veda [M] e [HL]). Ci soffermeremo sulle proprieta
del modello che si utilizzano nei successivi paragrafi. In particolare daremo
la definizione di Capital Market Line e di portafoglio di mercato P.
Determineremo, in ipotesi di utilitd quadratica, la preferenza dell’investitore
che sceglie il portafoglio di mercato come portafoglio ottimo. Nel paragrafo
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3 descriviamo il modello di shortfall per I'individuazione di un portafoglio
ottimo per l'investitore. Daremo la definizione esatta di vincolo di shortfall
e la sua rappresentazione nel piano rischio/rendimento. Determineremo il
portafoglio ottimo P in ipotesi di shortfall ed i parametri che caratterizzano
'utilitd attesa dell’individuo in P sempre in ipotesi di utilitd quadratica.
Nel paragrafo 4 si utilizza un’approssimazione quadratica di una generica
funzione di utilitd dell’investitore e si esprime la misura tradizionale di
avversione al rischio di Arrow-Pratt, come funzione dei parametri o ed
Yo che rappresentano il vincolo di shortfall. Tali parametri esprimono
rispettivamente la probabilita di shortfall e la soglia minima di rendimento.
In particolare si studia la sensitivita dell’avversione al rischio al variare della
probabilita di shortfall e si ottiene che tale misura & una funzione decrescente
della probabilita di shortfall se la soglia critica di rendimento y, € minore
del rendimento del titolo certo ry. Sempre nelle stesse ipotesi si ottiene
inoltre che avversione al rischio dell'individuo cresce al crescere del livello
minimo di rendimento ,. Nel paragrafo 4 determiniamo inoltre 'equazione
delle curve di livello che rappresentano 'insieme dei vincoli di shortfall per
cui Pavversione al rischio dell’investitore che sceglie come portafoglio ottimo
P risulta costante. Si ricava in particolare la curva di livello nel caso in cui

P = Py.

2 Analisi rischio-rendimento

In questo paragrafo vogliamo brevemente ricordare alcuni aspetti
dell’approccio tradizionale a problemi di selezione di portafoglio per mezzo
dell’analisi rischio-rendimento (si veda [HL] e [M] per i dettagli).
Consideriamo il problema di un individuo che voglia investire il suo
capitale in un portafoglio finanziario. Indichiamo con X il rendimento
incerto di un determinato portafoglio ed indichiamo con F(X) e V(X)
rispettivamente la media e la varianza della variabile aleatoria X.
Consideriamo orizzonte temporale come uniperiodale. Per prima cosa
& utile ricordare che I’analisi rischio-rendimento (o0 media-varianza) & un
metodo che permette di ridurre un problema di decisione finanziaria in
condizioni di incertezza all’individuazione dei soli momenti di primo e
second’ordine della variabile aleatoria rendimento, ovvero della media e della
varianza di X. In particolare la scelta dell’individuo viene decomposta in
due obbiettivi: la minimizzazione della varianza V (X) che esprime il rischio
del titolo aleatorio in quanto fornisce una misura di quanto il rendimento
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si discosti dal valore atteso, e, in un secondo tempo, la massimizzazione del
valore atteso E(X) del rendimento. Tutti i modelli media-varianza hanno
una loro giustificazione teorica se supponiamo che il rendimento atteso X
abbia distribuzione normale. Infatti tali distribuzioni sono univocamente
determinate dalla sola media e varianza. Indichiamo inoltre il rendimento
certo con ry e supponiamo che tutti gli individui abbiano aspettative
omogenee ovvero associno tutti uguale distribuzione di probabilita a ciascun
titolo rischioso. La frontiera efficiente dei titoli rischiosi sara quindi la stessa
per tutti gli investitori.

E possibile rappresentare il problema di selezione del portafoglio come
un problema di scelta tra punti appartenenti al piano rischio/rendimento
(o,m), dove sull’ asse orizzontale si riporta la deviazione standard del
rendimento del portafoglio (che, essendo il quadrato della varianza, esprime
anch’essa il rischio di tale portafoglio come misura di quanto il rendimento si
discosti dalla media) e sull’asse verticale il valore atteso di tale rendimento.

Sia L la semiretta uscente dal punto (0,7y), che rappresenta il titolo non
rischioso nel piano rischio/rendimento, e tangente alla frontiera efficiente dei
titoli rischiosi (si veda per esempio [L]) ed indichiamo con Py tale punto
di tangenza che & usualmente noto come portafoglio di mercato (si veda la
figura 1).

Per il teorema dei due fondi (si veda [HL]), ogni portafoglio efficiente
& combinazione lineare del titolo non rischioso e del portafoglio di mercato
Py, Tale retta L, ciod la frontiera efficiente in presenza del titolo certo,
viene detta Capital Market Line. La sua equazione & data da:

= B = 1y)

(2.1) .

o+ry

A questo punto vogliamo determinare i parametri che caratterizzano
Putilita, attesa di un investitore che sceglie di investire nel portafoglio
di mercato Py;. Ricordiamo che in ipotesi di aspettative omogenee &
la funzione di utilitd che permette di misurare il grado di avversione al
rischio del decisore. Consideriamo che le preferenze dell’individuo siano
determinate da una funzione di utilitd quadratica di equazione:

)

(2.2) u(z) =z — 3%

dove a & un numero reale positivo. Tale funzione di utilita si considera

definita nell’intervallo 0 < 2 < % in modo che essa risulti monotona
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crescente e concava in tale intervallo. Lo sviluppo di Taylor di u(z) in

m=FE(X)eé:

u/l (m) (
2

u(z) = u(m) + u'(m)(x —m) + z —m)?

Possiamo quindi scrivere P'utilita attesa come E(u(X)) = m — ¢m? — 20°.

Le curve di indifferenza, che rappresentano il luogo dei punti in cui
I'investitore ha la stessa utilith attesa, si esprimono come Eu(X)] = &,
ovvero m — %m? — 0% = k.

L’equazione che determina le curve di indifferenza, scritta in forma
implicita & data da F(o,m) = 0, dove F(o,m) = m — 2m? — %0° — k.
Calcolando la derivata parziale di questa funzione rispetto al rendimento
atteso m si osserva che Fy,(o,m) = 1 — am e quindi F,{oc,m) # 0 se e
soltanto se m # %, che & senz’altro vero nell'intervallo 0 < z < % Possiamo
quindi applicare il teorema della funzione implicita e concludere che esiste
una funzione 9y, .(c) tale che F(0,¢yq(0)) = 0. L'equazione delle curve di
indifferenza scritta in forma esplicita risulta allora essere m = 9;4(0).

Si ha inoltre che 42 = ¢/(0) = —£= e quindi:
dm ao
2.3 — =
(2:3) do  1—am
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Fig. 2

Per quanto visto fin’ora & semplice calcolare il valore del parametro a
nell’equazione (2.2) che caratterizza la funzione di utilitd di un individuo
che sceglie come portafoglio ottimo il portafoglio di mercato.

Osserviamo infatti che Putilita attesa in Py, & rappresentata nel piano
rischio/rendimento dalla curva di indifferenza passante per tale punto e
tangente alla Capital Market Line come in figura 2.

E sufficiente osservare che, per la (2.1) e (2.3), la condizione di tangenza
fra la CML L e la curva di indifferenza per P, ¢ data da:

a0 pr — (EM——T'f)
1-—aEM oM

Un calcolo diretto permette di scrivere la precedente identita come:

(Enm —74)
2.4 =
( ) am O‘]V[2+E§4-—EM7“]€

dove abbiamo indicato con ap; il valore del parametro a che volevamo
determinare.
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3 11 portafoglio ottimo con vincolo di
shortfall

In questo paragrafo descriveremo un metodo per la determinazione di un
portafoglio finanziario che massimizzi il rendimento di investimenti rischiosi
sotto vincolo di shortfall(si veda [LBK]). Tale modello si utilizza con le
seguenti due ipotesi: supporremo che i rendimenti dei titoli abbiano una
distribuzione normale ed inoltre che tutti gli individui abbiano aspettative
omogenee.

Il nuovo approccio consiste nel misurare il rischio come la probabilita
di non raggiungere una soglia minima di rendimento dell’investimento. In
particolare, data una probabilitd « ed una costante positiva k, il vincolo
di shortfall S, consiste nel richiedere che il rendimento del portafoglio sia
inferiore a k con una probabilita minore o uguale ad a.

Vogliamo far vedere che il vincolo di shortfall puo essere rappresentato
da una retta S nel piano rischio/rendimento (o, m) introdotto nel precedente

. s

paragrafo. Sia f(z) = \/LZ—We'“T la. densitd normale standard N(0,1) e
37'—17).2

g(z) = - 1%6_ 57~ la densitd normale non standard N(m,o?). Siano

inoltre ®; e ®, le funzioni di distribuzione rispettivamente di una legge
normale N(0,1) e N(m,o?) ovvero:

(3.0.1) B = [ gt

—00

(3.0.2) O s(z) = /_ "

Data una probabilita «, denotiamo con z, ed y, i quantili di ordine o di-una
legge N(0,1) ed N(m,o?) rispettivamente. Per definizione valgono quindi
le due relazioni ®(z,) = a € @y(y,) = a come rappresentato in figura 3a e

3b.
Con un cambiamento di variabile & possibile scrivere la seconda delle

due relazioni come $(¥2=") = o. Da quest’ultima, per I'iniettivita della
funzione di distribuzione, segue che
Yo — N

e quindi

(3.1) M= —Za0 + Ya-
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Quest ultima relazione rappresenta nel piano rischio/rendimento 'equazione
di una retta S detta retta di shortfall. Se si osserva che ®(y) = P(X < y)
risulta chiaro che & possibile esprimere tramite la retta S il vincolo di
shortfall S, di parametri (@, o). Infattila retta S divide il piano (¢, m) in
due regioni: il sempiano superiore chiuso che rappresenta tutti i portafogli
che soddisfano il vincolo di shortfall, ed il semipiano inferiore aperto che
rappresenta tutti i portafogli che non soddifano tale vincolo.

Osserviamo ora che se o = 0.5, ovvero se la probabilita di shortfall & del
50%, si ha che z, = 0. Da cid segue che 'equazione (3.1) diventa m =0 e
quindi S risulta essere una retta orizzontale. In generale possiamo osservare
che la pendanza della retta S & data da —z,, per cui S ha pendenza positiva
se e soltanto se z, < 0 ovvero se e soltanto se o < 0.5. Cio & equivalente
a richiedere che la probabilita di shortfall « sia minore o uguale del 50%.
In caso contrario la retta di shortfall avra pendenza negativa. Osserviamo
che nel caso di nostro interesse & naturale richiedere che la probabilita di
shortfall sia minore o uguale del 50% e quindi supporre la retta S con
pendenza non negativa.

Osserviamo inoltre che la pendenza di § aumenta al decrescere di o da
0.5 a 0. 'Ci vuol dire che la retta di shortfall & tanto piu ripida quanto pit
la probabilita di shortfall o diminuisce. E utile notare che al decrescere di
« il vincolo di shortfall si fa pil restrittivo a parita della soglia minima di
rendimento y, fissata.

Denotiamo ora con P = (7, E) il punto nel piano rischio/rendimento che
corrisponde al portafoglio ottimo sotto il vincolo di shortfall. Tale punto si
ottiene come intersezione fra la retta di shortfall S e la Capital Market Line
L definita nel paragrafo 2. Ricordando la (3.1) e la (2.1), P si determina
come la soluzione del seguente sistema nelle incognite o e m:
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m
X <0
y
3 X =0
o
X >0
[0
()
Fig. 4
Ey—r
m:_(___]_\{—f)g_i_rf
oM
m = —0%q + Yu

dove PM = (o), Eyr) & il portafoglio di mercato definito nel precedente
paragrafo. Osserviamo che tale sistema ammette un’unica soluzione se e
soltanto se le due rette £ ed S sono incidenti, ovvero se il determinante
della matrice dei coefficienti associata & non nullo. Tale condizione si puo
scrivere come Ep — 1y + £o0m # 0.

Sotto tale ipotesi la soluzione del sistema e data da

5— o0 (Yo — Tf)
(3.2) By — 15+ 2oom
E=—240+ Ya

Alcune considerazioni geometriche permettono di dedurre che ¢ > 0
se e soltanto se y, # r;. Osserviamo infatti (si veda la figura 5b) che
le quantitd Ey — 15 € —Toom = Ejy — Yo esprimono lincremento subito
dal rendimento m del punto P di coordinate (o, m) al variare di o da 0 a
o, incremento calcolato rispettivamente lungo la Capital Market Line e la
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retta di shortfall. Risulta quindi chiaro che se y, < r; perche le rette siano
incidenti la retta di shortfall deve avere pendenza maggiore della retta L e
quindi si ha Eyr — 15+ Za0n = Eyr — 15 — (Eyr — yo) < 0 ovvero dalla (3.2)
segue che & > 0. Analogamente nel caso in cui y, > ry il denominatore
della (3.2) avra anch’esso segno positivo perche la retta di shortfall ha in
tal caso pendenza minore della retta £ (si veda la figura 5a). Osserviamo
inoltre che nel caso in cui y, = ry l'intersezione delle due rette incidenti e il
punto di coordinate (0, 7y), ovvero I'investitore sceglie di investire nel titolo
non rischioso r;.

Vogliamo ora determinare i parametri che caratterizzano 'utilita attesa
in P sotto lipotesi che la funzione di utilitd di un individuo che sceglie
come portafoglio ottimo P sia quadratica di equazione data dalla (2.2). Per
fare cio dobbiamo richiedere che la curva di indifferenza passante per P sia
tangente in tale punto alla Capital Market Line £. Ricordando la (2.3) e
I’equazione (2.1) della retta £ possiamo scrivere tale condizione di tangenza

in P come:

dm  (Ey —71y)
do oM
e quindi
(3 3) ao _ (EM —Tf)
’ 1—aF OpM

Sia ora Ay = Epy — rp. Tenendo conto della (3.2), la relazione (3.3)
diventa:

a  om(ya—rs) _ Ay

1—aFE Ay +zoaou oum




10 Valentina Guizzi

Per la (3.2) possiamo sostituire in quest'ultima relazione £ = —240 +¥a
e quindi, ricordando anche I’espressione di & data sempre dalla (3.2),
possiamo con semplici calcoli arrivare a determinare dalla precedente
relazione il parametro a come:

0= Ajzw + AMQTQO'M

Ya(03; + DY) + AyomrsTa — 1503
Considerazioni geometriche analoghe a quelle che seguono la (3.2)
permettono di dedurre che il denominatore della (3.4) & non nullo. A tale
scopo poniamo per semplicith B = ya(0f; + A%y) + Ayonrs@a — 15073
Osserviamo quindi che, se y, < 7y, segue immediatamente che B <
ISYANVIVAN YIRS 0MTe). Tenendo conto che A & sempe positivo perche la
retta £ ha pendenza positiva, si deduce che B < 0 se Ay + oyza < 0.
Quest’ultima disuguaglianza & vera in quanto le due rette S ed £ sono
incidenti e quindi la retta di shortfall deve avere pendenza maggiore della
Capital Market Line (si veda anche la figura 5b). Abbiamo quindi mostrato
in particolare che B # 0 quando y, < rs. Considerazioni analoghe
permettono di dedurre che B # 0 anche quando y, > 7y, infatti in tal
caso si ha che B > rpAp(Ay + oMT,) e quest’ultima quantita risulta
essere positiva.

Si pud anche osservare che il parametro a & sempre positivo in quanto

0= Ay (Ap + Zaonr)
Yo(03; + A%)) + Aoyt — 103y

Appare quindi evidente che se y, < 7y per quanto appena osservato il
denominatore in tale espressione & negativo ma tale risulta essere anche il
numeratore il cui segno & quello dell’espressione Ay + 240, da cul segue
la positivita del paramtero a. Analogamente si osserva che se y, > 7y sia il
numeratore che il denominatore sono positivi e quindi anche a.

Pitt precisamente le precedenti considerazioni permettono anche di
concludere che se y, < rf allora a > %ﬁ% e quindi a > %

Se viceversa y, > 7 si ottiene analogamente che a < %

(3.4)

4 Alcune considerazioni di statica
comparata del problema

Consideriamo ora che le preferenze dell’investitore siano espresse tramite
una funzione di utilith U(z). Dalla teoria dell’utilita sappiamo che se
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indichiamo con c¢ il capitale dell’investitore e consideriamo lo sviluppo
di Taylor della funzione di utilitdh U(z) di punto iniziale c, arrestato al
second’ordine, possiamo approssimare la funzione U(x) con una funzione
quadratica che risulta essere una trasformazione lineare crescente della
seguente funzione anch’essa quadratica:

ulc+x)=2— 5

dove 7(c) & la misura di avversione al rischio di Arrow-Pratt definita come
r(c) = — [l]]/,/((f)). La relazione lineare fra le due funzioni quadratiche implica
che ad entrambe le funzioni sia associato lo stesso ordine di preferenza
dell’investitore. In tal modo si approssima una qualunque funzione di utilita
con una funzione quadratica di equazione (2.2), dove a = r(c) specifica
Pavversione al rischio dell’investitore che possiede il capitale certo c.

Nel nostro caso supponiamo che lutilitd sia calcolata sulla variabile
aleatoria che rappresenta il rendimento dell’investimento aleatorio e che il
capitale sia investito in quantita A nel titolo certo r; e in quantita 1 — A nel
portafoglio di mercato. Pertanto per ogni determinazione ry, della variabile
aleatoria 7j; che esprime il rendimento del portafoglio di mercato si potra

scrivere che:

T(/\?"f)

u(Arg+ (1 —Nray) = (1= Nry — —2————[(1 — Nruyl?

In corrispondenza del portafoglio P, selezionato con vincolo di shortfall,
per il teorema dei due fondi si ha che E = Mry + (1 — A\) Ejr. Confrontando
quest’ultima con 'espressione di £ nella (3.2), & possibile calcolare il valore
del parametro A per P.

Per quanto osservato fin qui la (3.4) diventa:

A]zvf -+ AM.’L’aO‘M
Ya(0% + A2)) + Ayoyrste — 0%

r(Arg) =

Vogliamo ora studiare come varia 'avversione al rischio r(Ary) al variare
dei parametri z, ed y, che esprimono il vincolo di shortfall Sy, .
A tale scopo riscriviamo la (3.4) come:

Az, + B

r(xry) = C+ Dz

dove A = Ayoy, B= A%, C=yu(0% +A%) —rsos e D= Ayoury.
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Utilizzando tali notazioni calcoliamo la derivata di r(Ary) rispetto al
parametro z,:

d(r(\r;))  AC — BD

dz, (C'+ Dz,)?

dove AC — BD = A]V[UA/I(A%V[ + G'JQW)(ya — ’)"f).

Ricordiamo che Ay > 0 e op > 0. Per cui Pespressione AD — BC, e
quindi la derivata %ﬁ)), & negativa se e soltanto se y, < ¢, ovvero quando
Pintercetta della retta di shortfall S & inferiore all’intercetta della Capital
Market Line £ (si veda la figura 5b). Questo implica che sotto tale ipotesi
Pavversione al rischio cresce al decrescere della probabilita di shortfall «.
Possiamo quindi affermare che r(Ary) & una funzione decrescente di z, e
quindi della probabilitd di shortfall a. Se si osserva che al crescere di o
(fra 0 e 0.5 ) il vincolo di shortfall S, ,, diventa meno stringente (in quanto
diminuisce la pendenza positiva della retta di shortfall), & naturale aspettarsi
che ’avversione al rischio dell’individuo decresca. Vogliamo inoltre osservare
che il caso y, > 7y non & di interesse nell’ottica del nostro problema in
quanto possiamo senz’altro supporre che la soglia di rendimento minima
imposta dal vincolo di shortfall sia minore del rendimento atteso del titolo
certo ry.

Consideriamo ora r(Ary) come funzione del parametro y, ed a tale scopo
riscriviamo la (3.4) come

A
Yo B + D

dove A = A%, + zo,Apou, B= (A2 +0%) e D = Ayoyrsze — rioy.
Se ora calcoliamo la derivata di r(0) rispetto alla variabile y,, si ottiene:

r(Arg) =

d(?"(/\rf)) . —AB . —AM(AJQW + 0'%4)(AM -+ O'Mita)
dye  (Bya+ D)% (Bys + D)?

Quest’espressione risulta essere positiva se e soltanto se Ay +0opyza < 0.
Le considerazioni fatte dopo la (3.2) permettono di concludere che tale
condizione & soddisfatta se e soltanto se la retta £ ha pendenza minore
della retta di shortfall S. Tale condizione & soddisfatta se le due rette
sono incidenti ed y, < 7. Sotto queste ipotesi abbiamo che I'avversione al
rischio 7(\rf) & una funzione crescente del parametro y, e quindi cresce al
crescere della soglia minima del rendimento atteso y,. Questo & il risultato
che ci aspettavamo tenendo conto che al crescere della sooglia minima del
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rendimento atteso il vincolo di shortfall S, ,,, diventa piu stringente a parita
di probabilita di shortfall (in quanto la retta di shortfall si sposta verso I'alto
con pari pendenza), e quindi Pavversione al rischio dell’individuo aumenta.

Vogliamo ora studiare come il parametro a varia in funzione della
probabilitd di shortfall o e della soglia di rendimento y,, utilizzando la
relazione (3.4). In particolare determiniamo le curve di livello:

(4'1) a(a’ya) =k

dove k & una costante reale. Lungo tali curve il valore del paramtero
a & costante per definizione e quindi resta costante anche l'avversione al
rischio dell’investitore che sceglie P come portafoglio ottimo. Abbiamo gia
osservato alla fine del paragrafo 3 che a & sempre positivo, quindi possiamo

supporre k > 0 nella (4.1).
Per comodita di calcolo riscriviamo la (3.4) come:

AJQM + oA MO . Az, + B
Yo(03; + AZ)) + Ayoyrsza — 1703 Co+ Dyo +G

a(e, Yo) =

dove abbiamo posto A = Ayoy, B = A%, C = Ayoyrs, D = (o3, +A%)
e G = —r;o%,. L'equazione (4.1) allora diventa:

Az, + B B
Czy+ Dy, +G
ovvero anche Az, + B — kCxz, — kDy, — kG = 0. Se per semplificare le

notazioni poniamo (z,y) = (Za,Ya), la relazione (4.1) & equivalente alla
seguente:

(4.2) (A-kC)x —kDy+ B — kG = 0.
Le curve di livello (4.1) sono quindi delle rette nel piano (z,y). Se dividiamo
per kD # 0 nella (4.2), si ottiene 'equazione y = (A;?)C)CL‘ - ,;DkG.

Consideriamo ora k = ays e calcoliamo esplicitamente la curva di livello
relativa a tale scelta del parametro k. Con un calcolo diretto si ottiene dalla
(4.2) l'equazione:

Y= 0opMT + F M
Tutti i punti di tale retta verificano per definizione a(a,ys) = an e
corrispondono quindi ai possibili vincoli di shortfall che determinano la
scelta del portafoglio ottimo P con avversione al rischio pari a quella che si
avrebbe scegliendo il portafoglio di mercato Py;.
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5 Conclusione

Abbiamo presentato un metodo di selezione di portafoglio con vincolo
di shortfall. Esso fornisce un criterio di scelta di un portafoglio ottimo
per un’individuo che voglia investire il proprio capitale in parte nel titolo
certo ed in parte in un portafoglio con rendimento incerto. In questo
lavoro si determina l’espressione algebrica della deviazione standard e del
rendimento atteso del portafoglio ottimo selezionato sotto il vincolo di
shortfall in termini della deviazione standard e del rendimento atteso del
portafoglio di mercato, del rendimento del titolo certo e dei parametri di
shortfall. Calcoliamo inoltre la misura di avversione al rischio di Arrow-
Pratt dell’investitore che sceglie il portafoglio ottimo in ottica di shortfall e
studiamo la sensitivita di tale parametro al variare dei parametri di shortfall.
Risultati significativi li otteniamo nel caso in cui la soglia di shortfall sia
minore del rendimento certo, coerentemente con l'ipotesi di assenza di
abitraggio che non permette di ottenere rendimenti certi superiori a quello
del titolo certo. Calcoliamo anche quali siano i possibili vincoli di shortfall
che danno luogo ad una fissata scelta del portafoglio ottimo da parte di
un individuo avente avversione al rischio fissata. In particolare studiamo il
caso in cui tale avversione al rischio sia uguale a quella di un investitore che
scelga come portafoglio ottimo quello di mercato.
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